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1. Wst� p 

 W roku 1982 John Hopfield zaprezentowa
 w swojej pracy sie�  ze sprz�� eniem 

zwrotnym, która okaza
a si�  punktem zwrotnym w badaniach nad sieciami neuronowymi i 

przyczyni
a si�  do intensywnych prac badawczych w tej dziedzinie. Sta
a si�  ona 

podstawowym przedstawicielem sieci rekurencyjnych, w których istnieje sprz�� enie zwrotne 

mi� dzy warstwami, a ze wzgl� du na pe
nion�  funkcj�  sie�  Hopfielda cz� sto nazywana jest 

pami� ci�  autoasocjacyjn� . 

 Pocz� tkowa dzia
alno��  naukowa Johna Hopfielda nie by
a zwi� zana z badaniami 

sztucznych sieci neuronowych. Jednak mo� liwo��  przetwarzania przez system nerwowy 

ogromnej ilo� ci informacji, zaintrygowa
a tego fizyka z Dzia
u Biofizyki Laboratoriów Bella 

na tyle, � e po� wi� ci
 si�  on intensywnym badaniom nad jego sztucznymi odpowiednikami. 

Wynikiem pracy by
o zaprezentowanie sieci ze sprz�� eniem zwrotnym, któr�  mo� na by
o 

wykorzysta�  do odtwarzania obrazów z ich fragmentów oraz do rozwi� zywania zada�  

optymalizacyjnych.  

 Sieci Hopfielda s�  tak wa� ne g
ównie dlatego, � e taka sie�  mo� e by�  traktowana jako 

neuronowy model pewnych interesuj� cych systemów fizycznych np. szkie
 spinowych, nad 

badaniem których pracowa
  m.in. Hopfield Procesy zachodz� ce w tych sieciach s�  zawsze 

stabilne, mo� na wi� c bezpiecznie stosowa�  je do rozwi� zywania ró� nych zada�  

 

2. Sie�  Hopfielda jako pami��  autoskojarzeniowa 

Sie�  Hopfielda cz� sto nazywana jest pami� ci�  autoasocjacyjna lub autoskojarzeniow� , 

której zasada dzia
ania zwi� zana jest z jedn�  z podstawowych funkcji mózgu. Koncentruj� c 

si�  potrafimy zrozumie�  mocno niewyra� n�  mow�  lub odczyta�  prawie nieczytelne pismo. 

Wiele teleturniejów opartych jest na zasadzie odgadywania przez uczestników tytu
u znanego 

utworu muzycznego na podstawie jedynie kilku jego d� wi� ków, rozwi� zywaniu krzy� ówek 

lub ca
ego has
a znaj� c tylko kilka jego liter. 

 Jak mo� na opisa�  poj� cie pami� ci autoskojarzeniowej w j� zyku teorii systemów? 

Podstawowym zadaniem pami� ci asocjacyjnej jest zapami� tanie zbioru wzorców w taki 

sposób aby system podczas prezentacji nowego wzorca móg
 wygenerowa�  odpowiedz, która 

b� dzie odpowiada�  jednemu z zapami� tanych wcze� niej wzorców. Korzystaj� c z bada�  

zawartych w pracy [1] za
o� ymy, � e dany jest zbiór M ró� nych wzorców 

{x(1), x(2),…, x(M } Ì RN. Pami� ci�  autoskojarzeniow�  (autoasocjacyjn� ) zwi� zanym z tym 

zbiorem nazywamy uk
ad realizuj� cy odwzorowanie F : RN®  RN takie, � e F(x(m)) = x(m), 

m = 1,…,M, oraz F(x) = x(l), je� eli x(l) jest najbardziej „podobny” do x spo� ród wszystkich 

wzorców. Stopie�  podobie� stwa (a w
a� ciwie ró� no� ci) dwóch wektorów x i y najcz�� ciej 
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wyznaczana jest przy u� yciu miary Hamminga, która jest 
� czn�  sum�  pozycji, na których 

ró� n�  si�  dwa ci� gi bitowe. W przypadku wielko� ci binarnych (0,1) odleg
o��  Hamminga 

dwóch wektorów x = [x1, x2,…, xn]
T i y = [y1, y2,…, yn]

T definiuje si�  w postaci [2] 

dH(x,y) = [ ]�
=

-+-
n

i
iiii yxyx

1

)1()1(  

 

Przyk
ad: 

4),(
 0) 0, 0, 1, 0, (1, y 

 1) 1, 0, 0, 1, (1, x 
=�

�
�
�

=

=
yxdH  

 

3. Struktura sieci Hopfielda 

Sie�  Hopfielda mo� na przedstawia�  na wiele sposobów - zwykle jednak przyjmuje si�  

uk
ad w postaci bezpo� redniego sprz�� enia wyj� cia z wej� ciem (Rys. 3.1)[2].  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Rys. 3..1. Schemat ogólny sieci Hopfielda 
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Wszystkie sygna
y wyj� ciowe traktowane s�  jako wej� cia xi(k) = yi(k-1) i wszystkie 

wej� cia przenosz�  sygna
y zwrotne do wszystkich neuronów. W uk
adzie nie wyst� puje 

sprz�� enie zwrotne neuronu z jego w
asnym wej� ciem (wij = 0  gdy i = j). Istnieje jednak 

mo� liwo��  wp
ywania przez sygna
 wyj� ciowy z danego neuronu na swoj�  warto��  w 

przysz
o� ci dzi� ki sprz�� eniu zwrotnemu dodatkowych neuronów po� rednicz� cych. Dzia
anie 

dodatkowych neuronów wp
ywa bardzo stabilizuj� co na taki sygna
.  

Macierz wag uk
adu jest symetryczna (wij = wji), co oznacza, � e wspó
czynnik 

okre� laj� cy po
� czenie neuronu i-tego z j-tym ma tak�  sam�  warto��  co j-ty z i-tym. 

 

4. Zasada dzia
ania sieci Hopfielda 

 Sie�  sk
ada si�  z N-neuronów, z których w danej chwili czasu k aktywny jest tylko 

jeden element przetwarzaj� cy p, który wybiera si�  losowo (ka� dy neuron z jednakowym 

prawdopodobie� stwem), a zmiany stanu sieci nast� puj�  tylko w dyskretnych chwilach czasu. 

Hopfield opisa
 zasad�  dzia
ania elementu przetwarzaj� cego zale� no� ciami [1]:  

�
=

-=
N

j
pjpjp kxk
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gdzie xj(k) oznacza wyj� cie j-tego elementu 

przetwarzaj� cego w chwili k; wpj – wag�  

po
� czenia mi� dzy wyj� ciem j-tego i wej� ciem 

p-tego elementu; sk
adnik qp oznacza warto��  

progow�  ka� dego neuronu, a jego dzia
anie 

opisano równaniem [1]: 
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(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 
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W dzia
aniu sieci Hopfielda mo� na wyró� ni�  dwa tryby pracy: 

�  tryb uczenia 

�  tryb odtwarzania 

 

5. Tryb uczenia sieci Hopfielda 

Proces uczenia sieci polega na takim doborze wag po
� cze�  sieciowych, aby 

prezentowany wzorzec sta
 si�  jednym atraktorów (stanów stabilnych).  

Hopfield zaproponowa
 sposób modyfikacji wag korzystaj� c z regu
y Hebba, w której 

dla M ró� nych wzorców x(1),…, x(M) Î  RN warto� ci wag wij nale� y zwi� kszy�  o 1, gdy i-ta i j-

ta sk
adowa danego wzorca s�  sobie równe (xi
(m) = xj

(m)). Natomiast gdy sk
adowe s�  sobie 

ró� ne, warto� ci wag wij  nale� y pomniejszy�  o 1 [1]: 
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Taki tryb uczenia powoduje, � e warto� ciami wag s�  � rednie wszystkich wzorców 

ucz� cych, czyli informacja o danej próbce zawarta jest we wszystkich wagach wij. Jest to 

podstawowa zaleta sieci Hopfielda, która jest czynnikiem wp
ywaj� cym na odporno��  sieci na 

uszkodzenia. Zmiana wag po
� cze�  lub uszkodzenie którego�  z neuronów maj�  nieznaczny 

wp
yw na dzia
anie sieci. Dlatego sie�  Hopfielda znalaz
a szerokie zastosowanie w 

systemach, w których jego uszkodzenie oznacza
oby powa� ne konsekwencje. 

Wykorzystywana jest m.in. w systemach sterowania statków kosmicznych, elektrowniach 

atomowych itp. 

Czym s�  atraktory? S�  to stany stabilne, odpowiadaj� ce minimum funkcji energii, 

która jest bardzo wa� nym czynnikiem sieci Hopfielda. Korzystaj� c z twierdze�  zawartych w 

pracy [1] mo� emy stwierdzi� , � e ka� dy stan sieci okre� lony przez zbiór aktualnych warto� ci 

wyj��  jej neuronów, okre� la pewn�  warto��  tej funkcji, któr�  najcz�� ciej definiuje si�  w 

postaci [1]: 

� � �
= = =

+-=+-=
N

i

N

j

N

i
iijiij

TT xxxwxWxxxE
1 1 12

1
2
1

)( qq  

gdzie 
T

N kxkxkxkx )](...)()([)( 21=  

T
N ]...[ 21 qqqq =  

(5.1) 

(5.2) 

(5.3) 

(5.4) 
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Zbiór warto� ci funkcji energii jest ograniczony, gdy�  [1]: 

� � �
= = =

+£
N

i

N

j

N

i
iijwxE

1 1 12
1

)( q  

 

Dzia
anie sieci polega na generowaniu zmian sygna
ów wyj� ciowych wszystkich jej 

elementów przetwarzaj� cych, aby warto��  funkcji energetycznej mala
a. Funkcja 

energetyczna jest ci� g
a, w wyniku czego zmierza do najbli� szego minimum lokalnego, a po 

jego osi� gni� ciu procesy zachodz� ce w sieci zanikaj� , poniewa�  dalsze zmiany warto� ci wag 

nie spowoduj�  uzyskania lepszego rozwi� zania. 

Istotn�  wad�  sieci Hopfielda jest mo� liwo��  powstawania fa
szywych atraktorów. Je� li 

wzorce s�  ortogonalne tzn. x(k)x(l) = 0 dla  l ¹  k, to w roli atraktorów wyst� puj�  tylko wzorce 

ucz� ce. W rzeczywisto� ci taka sytuacja wyst� puje bardzo rzadko, poniewa�  wzorce 

przewa� nie S� cze sob�  w jaki�  sposób skorelowane. Powoduje to powstawanie tzw. 

fa
szywych atraktorów, które nie odpowiadaj�  � adnemu ze wzorców. 

Znaczne lepsze efekty mo� na uzyska�  zamieniaj� c podczas uczenia regu
�  Hebba na 

metod�  pseudoinwersji. G
ównym za
o� eniem tej metody jest uzyskanie na wyj� ciu sieci 

wzorca podanego na jej wej� cie przy odpowiednio dobranych wagach. Korzystaj� c z 

twierdze�  zawartych w pracy [2] mo� emy przedstawi�  powy� sze za
o� enia w zapisie 

macierzowym [2]: 

XWX =  

gdzie W jest macierz�  wagow�  o wymiarach N x N, a X jest macierz�  prostok� tn�  o 

wymiarach N x p, z
o� on�  p kolejnych wektorów ucz� cych x(i), to jest ]...,,[ )()2()1( pxxxX =  

Rozwi� zaniem takiego uk
adu liniowego jest [2]: 

+= XXW  

gdzie znak + oznacza pseudoinwersji. Je� li wektory ucz� ce s�  liniowo niezale� ne mo� e by�  

uproszczona i przedstawiona w postaci [2]: 

TT XXXXW 1)( -=  

Pseudoinwersji macierzy o wymiarach N x p zosta
a zast� piona zwyk
�  inwersj�  macierzy 

kwadratowej XT X o wymiarach p x p. Zale� no��  (5.9) nosi nazw�  metody rzutowania. 

 

 

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 

(5.8) 

(5.9) 
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6. Tryb odtworzeniowy sieci Hopfielda 

Proces odtwarzania rozpoczyna si�  w chwili pocz� tkowej k = 0 od wprowadzenia do 

neuronów sygna
ów wej� ciowych, które s�  stanem pocz� tkowym sieci. Jest to proces 

iteracyjny, a stan ca
ej sieci zmienia si�  w sposób zapewniaj� cy obni� enie warto� ci funkcji 

energii. D
ugo��  tego procesu zale� y od wielko� ci sieci i ukszta
towania minimów lokalnych, 

a po jego zako� czeniu sie�  osi� ga stan stabilny, w którym zachodzi [1]: 

xi(k+1) = xi(k), },...,1{ Nii ="  

 Po ustaleniu si�  odpowiedzi, która jest wyznaczeniem minimum funkcji energii, 

proces odtwarzania jest przerywany, a stan sieci przekazywany jest na jej wyj� cie. 

 Nie zawsze jednak na wyj� ciu sieci uzyskuje si�  w
a� ciw�  odpowiedz, która 

odpowiada jednemu z wcze� niej zapami� tanych wzorców. Jednym z powodów mog�  by�  

fa
szywe atraktory czyli po� rednie minima lokalne, w których proces mo� e utkn�� . Powoduje 

to uzyskanie odpowiedzi na wyj� ciu sieci, która nie odpowiada � adnemu stanowi neuronów 

bior� cemu udzia
 w procesie uczenia.  

Drugim powodem niepoprawnego odtwarzania wzorców na wyj� ciu sieci mo� e by�  

mo� liwo��  mieszania ró� nych sk
adowych zapami� tanych wzorców. Wynikiem jest 

uzyskanie wy� szego poziomu energetycznego ni�  stan po�� dany. 

Mo� liwa jest tak� e zmiana polaryzacji stanów elementów przetwarzaj� cych, co 

powoduje generowanie fa
szywych wyników na wyj� ciu sieci. 

Badania sieci Hopfielda przeprowadzone w Instytucie Elektrotechniki Teoretycznej i 

Miernictwa Elektrycznego Politechniki Warszawskiej przy u� yciu programu Hfnet wykaza
y, 

� e skuteczno��  odtwarzania wzorców na wyj� ciu sieci jest zale� ne od wykorzystanej metody 

uczenia sieci. Bardzo s
abe efekty da
a metoda Hebba, natomiast metoda rzutowania prawie 

bezb
� dnie odtwarza
a wzorce. 

 

7. Pojemno��  sieci 

Bardzo wa� nym parametrem pami� ci asocjacyjnej jest jej pojemno�� , która jest 

maksymaln�  liczb�  wzorców zapami� tanych i odtworzonych z maksymalnie okre� lonym 

b
� dem. Dla b
� du wynosz� cego 1% i przy wykorzystaniu w procesie uczenia regu
y Hebba, 

maksymalna pojemno��  pami� ci stanowi 13,8% liczby neuronów tworz� cych pami��  

asocjacyjn� . Pojemno��  ta  mo� e ulec zmniejszeniu w wyniku niew
a� ciwego stanu 

pocz� tkowego sieci, który w wyniku sprz�� e�  zwrotnych powoduje dalsze powielanie b
� du 

co jest równoznaczne ze zmniejszaniem pojemno� ci pami� ci.  

Zastosowanie metod pseudoinwersji zwi� ksza pojemno��  maksymaln�  sieci  

Hopfielda do N-1, gdzie N jest liczb�  neuronów tworz� cych pami��  asocjacyjn� . 

(6.1) 
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8. Zastosowanie sieci Hopfielda 

Sieci Hopfielda znajduj�  liczne zastosowania przy rozwi� zywaniu zada�  optymalizacji 

i przy generacji okre� lonych sekwencji sygna
ów, nast� puj� cych po sobie w pewnej 

kolejno� ci. Pozwala to za pomoc�  takich sieci tworzy�  i wysy
a�  do ró� nych obiektów 

sygna
y steruj� ce. Uk
ady steruj� ce ruchami maszyn krocz� cych zawsze zawieraj�  sie�  

posiadaj� c�  sprz�� enia zwrotne, najcz�� ciej sie�  Hopfielda.  

Dzi� ki autoasocjacji wytrenowana sie�  Hopfielda mo� e automatycznie korygowa�  

b
� dne albo uzupe
nia�  niekompletne dane. Sie�  mo� e odtworzy�  dok
adn�  sylwetk�  

zbli� aj� cego si�  obiektu w sytuacji, gdy kamera zarejestrowa
a obraz niekompletny lub 

zaszumiany. Ma to olbrzymie znaczenie w dzia
aniach militarnych, gdzie na podstawie 

takiego niekompletnego obrazu system musi rozstrzygn�� , czy obiekt nale� y do wroga czy 

jest jednostk�  nale�� c�  do naszych struktur. Sie�  pracuj� ca jako pami��  autoasocjacyjna mo� e 

by�  tak� e wykorzystywana w systemach bazodanowych do uzupe
niania niekompletnych 

zapyta� , dzi� ki czemu wyszukanie b� dzie wykonywane poprawnie nawet w przypadku 

nieprecyzyjnego zapytania. Wysoka skuteczno��  sieci Hopfielda wynika z faktu, � e sie�  

odtwarza sygna
y wzorcowe ze swoich zasobów pami� ciowych, a zniekszta
cony sygna
 

podany na wej� cie ma j�  tylko ukierunkowa�  przy wyborze w
a� ciwego obrazu spo� ród 

wszystkich analizowanych. 

 

9. Przyk
ady zastosowania sieci Hopfielda w programie Matlab 

9.1 Projektowanie sieci Hopfielda przy u� yciu funkcji  newhop 

 

Chcemy zaprojektowa�  sie�  Hopfielda sk
adaj� c�  si�  z trzech neuronów do 

zapami� tania dwóch wzorców: 

T = [-1 -1 1; 1 -1 1]' 

T =  

     -1     1 

     -1    -1 

      1     1 

 

Projektujemy (uczymy) sie� : 

net = newhop(T); 

 

 Mo� emy odczyta�  warto��  wspó
czynników wagowych: 

W= net.LW{1,1} 
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W = 

    1.1618         0         0 

         0    0.2231         0 

         0         0    0.2231 

  

Mo� emy odczyta�  warto� ci biasów: 

b = net.b{1,1} 

b = 

         0 

   -0.8546 

    0.8546 

 

 Mo� emy sprawdzi�  dzia
anie sieci poprzez jej symulacje: 

Ai = T; 

[Y,Pf] = sim(net,2,[],Ai); 

gdzie 

net – sie�  

2 – wej� cia sieci 

[]  – warto� ci pocz� tkowe wej��  (domy� lnie 0) 

Ai  – punkt startowy sieci 

Y – wyj� cia sieci 

Pf  – stan wej��  

Otrzymamy odpowied�  

Y = 

    -1     1 

    -1    -1 

     1     1 

 co b� dzie oznacza
o poprawnie wykonany projekt. 

 

Mo� emy teraz poda�  na wej� cie sieci wzorzec, który nie by
 wykorzystany podczas 

uczenia sieci: 

Ai = {[-0.9; -0.8; 0.7]} 

  

Wzorzec ten jest bardzo zbli� ony do pierwszego wzorca u� ytego do projektowania 

sieci, wi� c na jej wyj� ciu spodziewamy si�  go uzyska� . 

[Y,Pf,Af] = sim(net,{1 5},{},Ai); 

  

gdzie 5 jest liczb�  kroków. 
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Otrzymamy odpowied�  

Y{1} 

 

Y = 

    -1 

    -1 

     1 

  

Tak wi� c sie�  dzia
a zgodnie z za
o� eniami dzia
ania sieci Hopfielda. 

 

 

9.2  Graficzna interpretacja dzia
ania sieci Hopfielda 

Zaprojektujmy sie�  Hopfielda sk
adaj� c�  si�  z dwóch neuronów do zapami� tania 

dwóch wzorców: 

T = [1 -1;-1 1]' 

 

T = 

     1    -1 

    -1     1 

  

 

 

Posta�  graficzna: 
plot(T(1,:),T(2,:),'r*') 

 
Rys. 9.2.1. Uk
ad wspó
rz� dnych z dwoma punktami w przestrzeni. 

 
Projektujemy (uczymy) sie� : 

net = newhop(T); 
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Sprawdzamy dzia
anie sieci poprzez jej symulacje: 

[Y,Pf] = sim(net,2,[],T); 

 

Otrzymamy odpowied�  

Y = 

     1    -1 

    -1     1 

 

 Wylosujmy punkt startowy i zasymulujmy dzia
anie sieci w 20 krokach: 

a = {rands(2,1)}; 

[y,Pf] = sim(net,{1 20},{},a); 

 

 

Posta�  graficzna: 
record = [cell2mat(a) cell2mat(y)]; 

start = cell2mat(a); 

hold on 

plot(start(1,1),start(2,1),'bx',record(1,:),record(2,:)) 

 
Rys. 9.2.2. Tryb odtwarzania sieci Hopfielda dla jednego wzorca. 

 

Powtórzmy dzia
anie dla 25 innych losowo wybranych punktów: 

color = 'rgbmy'; 

for i=1:25 

   a = {rands(2,1)}; 

   [y,Pf] = sim(net,{1 20},{},a); 

   record=[cell2mat(a) cell2mat(y)]; 

   start=cell2mat(a); 

  plot(start(1,1),start(2,1),'kx',record(1,:),       

  record(2,:),color(rem(i,5)+1)) 

end 
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Rys. 9.2.3. Tryb odtwarzania sieci Hopfielda dla 25 wzorców. 

 

Doskonale wida�  tu graficzn�  definicj�  pami� ci autoasocjacyjnej: uk
ad realizuj� cy 

odwzorowanie F : RN®  RN takie, � e F(x(m)) = x(m), m = 1,…,M, oraz F(x) = x(l), je� eli x(l) jest 

najbardziej „podobny” do x spo� ród wszystkich wzorców. 

 

Mo� emy wyznaczy�  tak� e „granic�  przyci� gania” ka� dego z punktów: 

for i=1:5 

   a = {P(:,i)}; 

   [y,Pf] = sim(net,{1 50},{},a); 

   record=[cell2mat(a) cell2mat(y)]; 

   start = cell2mat(a); 

   plot(start(1,1),start(2,1),'kx',record(1,:), 

   record(2,:),'k') 

   drawnow 

end 

 

 
Rys. 9.2.4. „Granica przyci� gania” ka� dego z punktów. 
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10. Program do symulacji sieci Hopfielda 

W oparciu o dyskretna siec Hopfielda zaprojektowany zostanie system rozpoznawania 

znaków alfanumerycznych.  

 

System b� dzie sk
ada
 si�  z trzech cz�� ci: 

�  wczytywanie plików ze znakami 

�  uczenie sieci 

�  testowanie sieci 

 

Skrypt wczytuj� cy znaki alfanumeryczne: 

clear, 

U=[]; 

for i=1:26, 

    nazwa=strcat(int2str(i),'.bmp'); 

    a=imread(nazwa,'bmp'); 

    a=double(a); 

    index=find(a==0); 

    a(index)=-1; 

    a=a(:); 

    U=[U,a]; 

end; 

gdzie nazwy plików przyjmuj�  nazwy 1.bmp, 2.bmp, …, 26.bmp 

 

Do uczenia wykorzystane nie zosta
y opisane funkcje opisane wy� ej, jednak dzia
aj� ce  w 

analogiczny sposób: 

[W,B]=solvehop(U); 

odp=simuhop(U,W,B); 

blad=mse(odp-U) 

gdzie 

 solvehop() – funkcja projektuj� ca sie�  Hopfielda 

 simuhop()  – funkcja symuluj� ca sie�  Hopfielda 

 W – macierz wspó
czynników wagowych 

 B – wektor biasów 

 mse()  – funkcja obliczaj� ca b
� d � redniokwadratowy 
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Ostatnim skryptem jest skrypt testuj� cy dzia
anie sieci i zapisuj� ca wynik do pliku odp.bmp: 

    nazwa='1.bmp'; 

    a=imread(nazwa,'bmp'); 

    a=double(a); 

    index=find(a==0); 

    a(index)=-1; 

    a=a(:); 

    od=simuhop(a,W,B); 

    imwrite(reshape(od,40,30),'odp.bmp','bmp'); 

 

System bardzo dobrze rozpoznawaje znaki wykorzystane do uczenia sieci oraz znaki 

zaszumione. Niestety przesuni� cie lub skalowanie badanego obrazu powodowa
o b
� dne 

dzia
anie uk
adu.  

Znak  u� yty do nauki Znak testuj� cy  Odpowied�  sieci 

   

   

   

   

   
10.1 Znaki wykorzystane do badania sieci 
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